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Resumen: Este estudio se apoya en el modelo de Stephen Toulmin para
hacer un seguimiento a la evolucién del concepto de funcién, desde la
época antigua hasta cuando el concepto de funcién adquiere su estatus de
objeto matemaitico, pasando por la edad media e identificando los proble-
mas que dieron lugar a las diversas variaciones conceptuales que derivaron
en el concepto como se conoce actualmente.

Palabras Clave: Funcién; Modelo de Toulmin; Evolucién; Problemas;
Variaciones conceptuales.

Abstract: This study is based on Stephen Toulmin model to track the evolu-
tion of the concept of function, from the ancient epoch to when the concept
of function acquires the status of mathematical object, passing through the
middle ages, and identifying the problems that gave rise to various concep-
tual variations that led to the concept as it is currently known.

Keywords: Function; Toulmin model; Evolution; Problems; Conceptual
variation.

Resumo: Este estudo baseia-se no modelo de Stephen Toulmin para acom-
panhar a evolucdo do conceito de funcio, desde a antiguidade até quando o
conceito de funcio adquire seu status como objeto matemadtico, através da
Idade Média e identificar os problemas que deram colocar as vdrias alteracoes
conceptuais que conduziram ao conceito tal como é actualmente conhecido.
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Introduccion

Numerosos estudios evidencian la complejidad de este con-
cepto tanto en su génesis como en la construccién personal
que de él debe hacer cualquier estudiante en la actualidad.
En cuanto a su génesis, esta puede remontarse incluso a la
edad antigua puesto que desde 4000 afios atras estaba pre-
sente, aunque en un estatuto protomatematico, en las cultu-
ras babilonicas ligado implicitamente a tablillas de registro
de observaciones astronémicas, y en la cultura Griega en
los estudios sobre relaciones entre magnitudes geométricas
variables. Posteriormente y aun conservando el mismo es-
tatuto, en la edad media se encuentra presente en el estudio
de fenémenos naturales centrados en las relaciones entre cantidades variables
dependientes e independientes y ya en la era moderna, haciendo su transicién
entre el estatuto paramatematico y el estatuto matematico, aparece a lo largo de
todos los desarrollos matematicos relacionados con la extensién del concepto de
numero, la creacién del dlgebra simbdlica, el estudio del movimiento y la unién
dlgebra-geometria (Sastre, Rey y Boubée 2008).

Siguiendo a Youschkevitch (1976) y atendiendo lo expuesto en el parrafo ante-
rior, se consideran tres etapas en este estudio:

Epoca Antigua (2000 A.C - 500 D.C):

Se hace referencia aqui a las matematicas conocidas como antiguas o preheléni-
cas (desarrolladas en las antiguas civilizaciones de Egipto, Mesopotamia, China
e India) y se incluyen las matemiticas helénicas. Aunque la egipcia llevaba la ba-
tuta, cada civilizacién antigua hizo aportes que configuraron el marco en que se
gestaron los problemas que, se considera, propulsaron la génesis de las primeras
nociones de funcién. En cuanto a sistemas de numeracion los egipcios crearon
uno basado en jeroglificos que posteriormente, inspiré el sistema romano; los
babilénicos utilizaban un sistema sexagesimal, la china antigua y la india antigua
utilizaron sistemas de base diez y fueron mas alld: implementaron el cero. Estas
culturas también desarrollaron, aunque de manera rudimentaria, un algebra.
Los egipcios llegaron a resolver lo que hoy se conoce como ecuaciones de primer
grado. Los indios implementaron correctamente la regla aritmética de célculo.
Los mesopotiamicos introdujeron el concepto de niimero inverso alcanzando la
solucién de algunos sistemas de ecuaciones y la implementacién de algoritmos
para calcular sumas de progresiones.

Los chinos tuvieron como aporte principal la creaciéon del “método del ele-
mento celeste”, desarrollado por Chou Shi Hié, para encontrar raices enteras
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y racionales, e incluso aproximaciones decimales para

ecuaciones de la forma Pn(x)= a 4X“+213)(3+:112X2+alx+a0 Esta

época se caracteriza inicialmente por la preocupacién

por el conteo y, posteriormente ante la ausencia de una

idea abstracta de variable, por utilizar, como métodos de

registro de las cantidades, tablas, descripciones verbales o

graficos. Cuando se hace referencia a cantidades se incluye
también resultados de operaciones que ahora se conocen
como binarias y de progresiones geométricas. Ya en la
cultura helénica aparecen problemas que en la actualidad
se llaman “clasicos”, como la cuadratura del circulo y la du-
plicacién del cubo cuya busqueda de solucién trajo consigo
la creaciéon de diferentes curvas por parte de Apolonio,
Arquimedes y Pappus, entre otros.

Resulta evidente que el trabajo matematico se caracterizé por la busqueda de
herramientas o métodos para contar o para registrar cantidades, ya sean ob-
servadas o calculadas. Por tanto, la identificacién de dos problemas (el registro
escrito, bien sea de observaciones de dos cantidades relacionadas, o bien sea de
valores calculados para cantidades numéricas en las culturas babilénicas, y el
problema relativo a la determinacién de relaciones entre cantidades geométri-
cas variables en la cultura helénica) lleva a considerar esta etapa como unidad de
analisis en este estudio pese a que atin no se aborda el problema del movimiento
como sucederi en la etapa siguiente.

Edad Media (476 D.C - 1453 D.C):

Esta etapa inicia con la caida de Roma y termina con la toma por parte de los
turcos de Constantinopla. Suele pensarse que en esta época no hubo avances en
las ciencias, incluida la matematica, pero sélo es que, comparativamente con la
época helénica, los avances fueron menores. Europa se encuentra difuminada
en pueblos aislados, su cultura se ha alejado de la herencia griega, pero los drabes
recuperan buena parte de ese legado dando al mundo las bases de la aritmética
y del algebra. Es el estudio de los fenémenos naturales lo que importa ahora, y
es justamente lo que produce avances en la concepcién de variable tanto depen-
diente como independiente y en los medios de representacién de propiedades
que cambian, evidencidndose como caracteristica epistémica en esta etapa el
estudio del cambio, en particular del movimiento, problema que propulsiona la
evolucién del concepto de funcién y que hace considerar esta etapa separada-
mente en este estudio.
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Periodo Moderno (desde finales del siglo XVI):

A finales del siglo XVI y comienzos del XVII se inicia un periodo de adelan-
tos fundamentales para las matematicas modernas: se extiende el concepto de
numero, se crea el dlgebra simbdlica, se produce la unién entre el adlgebra y la
geometria (a partir de ahora, la geometria se subordina al dlgebra). Todo esto
gracias a que el estudio del movimiento (movimiento de puntos que describian
curvas, cuerdas vibrantes, flujo de calor) es el problema central para las ciencias
(Kleiner, 1989) y las matemdticas se tornan en modelo racional a seguir en su
solucién. En los inicios de este periodo el concepto de funcién se encuentra
fuertemente vinculado a expresiones analiticas, y aun es una mera herramienta
para expresar relaciones entre cantidades que dependen una de otra, sin embar-
go, es en esta etapa que el concepto de funcidn se convierte en un problema en
si mismo adquiriendo el estatuto matematico.

Modelo de analisis

Este estudio se apoya en el modelo de Stephen Toulmin
(1977) sobre la evolucién de los conceptos. El considera
importante estudiar aquellos problemas que surgen entre el
sujeto y el medio y los que surgen entre los sujetos miembros
de una comunidad, pues como fruto de esas interacciones se
produce, segun él, el avance cientifico. La acumulacién gra-
dual en el acervo cultural, de modificaciones en los métodos
de solucién de esos problemas es la que configura, en un
proceso continuo y secuencial, el progreso cientifico. Por
eso es importante considerar lo que se configura como problema y bajo qué
condiciones. A este respecto Toulmin afirma: “Los problemas surgen (sosten-
go) cuando nuestras ideas sobre el mundo estdn en conflicto con la naturaleza
o entre si, esto es, cuando nuestras ideas corrientes quedan atris, en algunos
aspectos remediables, de nuestros ideales intelectuales.” (Toulmin, 1977, p. 160)

Es de resaltar el conflicto cognitivo como fuente de los problemas y, por supues-
to, del progreso cientifico; Toulmin lo describe a través de la diferencia entre
los “ideales intelectuales” (I) y la “capacidad corriente” (C):

Problemas cientificos = Ideales explicativos-Capacidades corrientes.

Para éllos ideales explicativos estan constituidos por las concepciones compartidas
por la comunidad de la disciplina sobre la forma que debe tomar una explicacién
completa del fenémeno; les llama ideales porque para Toulmin la realidad sélo
puede conocerse por aproximaciones sucesivas siempre superables.
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Las capacidades corrientes hacen referencia a teorias, instrumentos técni-
cos y demads patrimonios histéricos que conforman la disciplina y permiten
abordar la solucién de problemas actuales. La diferencia arriba expuesta es
la que promueve el avance cientifico y favorece el cambio conceptual; este
puede configurarse desde diversas variaciones conceptuales que pueden o no
conducir a caminos exitosos.

Lo que se presenta a continuacidn es justamente la identificacién de variaciones
conceptuales que llevaron a la configuracién actual del concepto de funcidn;
en la medida en que se vayan presentando los problemas que movilizaron la
nocién de funcién en cada época, se irdn también presentando las respectivas
nociones o definiciones de funcién y las probables variaciones conceptuales que
condujeron por los caminos que se describen. Es de aclarar que este estudio no
agota el modelo de estudio propuesto por Toulmin si no que se apoya en él.

Desarrollo del estudio
Epoca Antigua (2000 A.C - 500 D.C):

Inicialmente en la antigua Babilonia (2000 a. ¢ 600 a. ¢) el
hombre asumia el mundo como elemento independiente de
sus propias decisiones, se veia mds bien él como supeditado
al albedrio de ese mundo, es decir, se sentia fragil ante su
entorno. Por esta razén busca como halagar a los elementos
que él, por considerar mds inalcanzables, les atribuia mads
poder: los astros celestes. Asi que los idolatra, les ora, les
ofrece sacrificios y ofrendas.

Pero esto hace necesario estar pendiente de los resultados de estas acciones,
la observacién de esos astros se va convirtiendo casi en sistemdtica, arrojan-
do como frutos registros escritos de los cuales sobreviven tablillas de arcilla
con las cuales el hombre buscaba, inicialmente, evidencia de cambios en el
comportamiento de los astros: es necesario buscar pues regularidades en los
cambios registrados, esto lleva al estudio de problemas de variacién continua:
luminosidad de la luna en intervalos de tiempo iguales, periodos de visibilidad
de algunos planetas en relacién con el angulo con el sol y otros. En sus cilculos
usaban tablas sexagesimales de cuadrados y raices cuadradas, de cubos y de ra-
ices cubicas, también potencias sucesivas. No expresaban los resultados de sus
analisis de forma general, sdlo aparecen en sus tablas casos concretos a los que
les buscaban generalidades sin llegar a formulaciones genéricas (Ruiz, 1998), es
decir, introducen el problema presente en la pregunta:

P: ;qué regularidades existen en la relacién entre cantidades de

diferentes magnitudes variables?
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Autores como Pedersen (1974), ven en estos trabajos:

[F: Instinto de funcionalidad. Se expresa como una relacion muy general que asocia
elementos de dos conjuntos, fruto de su profundizacién en métodos cuantitativos
al tratar de aritmetizar observaciones dificilmente medibles, mediante lo que
ahora se llamaria extrapolaciones e interpolaciones en busca de regularidades
tal como lo evidencian las numerosas tablas dejadas por las culturas babilénicas.

Pero este mero instinto no llega a vislumbrar aun los cambios y su relaciéon pues

los trabajos de las culturas babilénicas versaban solamente sobre casos concre-

tos, sin llegar a formulaciones aunque buscaran regularidades. Los valores de

las magnitudes son sélo vistos como puntuales, discretos, particulares, sin llegar
aun a las ideas de cambio y de cantidad variable concebidas
mas adelante por el pensamiento griego al producir la va-
riacién conceptual (Vl), desde IF hacia una nocién menos
lejana a la de funcién.

NCR: Nocién de cambio y de relacién. Nocién ajena a las
matemadticas, pero presente en el pensamiento griego como
idea muy primitiva de funcién. Se expresa como una “noci-
6n de cambio y relacién entre magnitudes variables” (Ruiz,
1998:108). Para los griegos la concepcién de variabilidad era
exclusiva de las magnitudes fisicas y externa a los objetos
matematicos considerados estdticos. La respuesta al pro-
blema P, se manifiesta en la creacién de las proporciones
las cuales se constituyen, en este momento histdrico, en el
mejor medio para comparar magnitudes que, ademads, estaban completamente
desprovistas de su caricter numérico. Esta separacién entre nimeros y mag-
nitudes alimentada por la inconmensurabilidad que ratificaba a los numeros
como enteros y discretos y a las magnitudes como continuas hizo construir una
version discreta de los fendmenos naturales oponiéndose por siglos al avance en
la construccién del concepto de funcién.

Edad Media (476 D.C - 1453 D.C):

Ya en el siglo XIII, la busqueda no sélo de explicacion de los fenémenos si no, ade-
mds una explicacién racional produce el problema P, generado por la pregunta:

P ;por qué ocurren los fendmenos naturales sujetos al cambio y

al movimiento?
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NCR da cuenta del cambio, pero no del por qué, empieza pues a tornarse in-
suficiente para dar respuesta a esta nueva pregunta planteada en el marco de
una época signada por la racionalidad y la busqueda de “lo real, lo permanente,
lo inteligible, tras el mundo cambiante de la experiencia sensible...” (Crombie,
1979:29. citado por Ruiz, 1998, p.111). Esta pregunta surge, aproximadamente
a comienzos del siglo XIII, en particular esta referida a fenémenos que incluian
movimiento. Se buscaba un modelo que respondiese a todas las cuestiones, la
matemadtica entonces se convierte en la ciencia racional modelo para estas ex-
plicaciones tendiendo a ocupar cada vez un lugar mas importante en las ciencias
de la naturaleza poniendo en duda la demarcacién establecida por Aristételes
entre estas y las matemdticas, o sea la variacién conceptual V.. Filésofos como
Grosseteste y Bacon llegan a afirmar que las matemadticas son el principal ins-
trumento para estudiar los fendmenos naturales, lo que desembocé, como fruto
de un largo proceso de cerca de cuatro siglos, que en el siglo XIV se otorgara
gran atencién a la formulacién matemadtica nutrida de la cuantificacion de los
movimientos (Crombie, 1979) sustituyendo la pregunta P,por la pregunta P;;

P ;cdmo suceden los cambios en los fenémenos naturales?
NCR es ahora atn mais insuficiente, no da cuenta ni del por qué ni del cémo
de los cambios que registra, de modo que no da respuesta a las necesidades.
Se ha producido el desequilibrio y urge encontrarlo: Heytesbury y Swineshead
habian desarrollado en Inglaterra la teoria de la intensidad de formas y con ella,
una cinemdtica-aritmética mientras en Francia Oresme se orientaba hacia la
geometria, de modo que, en ambos casos, el movimiento era estudiado matema-
ticamente por primera vez en términos de distancia y tiempo, contribuyendo al
desarrollo de la variacién conceptual V.

RF: relacién funcional: se expresa como una relacion cualitativa entre el fenomeno a
explicar y las condiciones necesarias y suficientes para su produccion. Es, bdsicamente,
una relacion cualitativa causa-efecto en la que se muestra claramente como estin rela-
cionados los cambios en lo que ahora llamariamos variable depen-
diente con los cambios en lo que ahora llamariamos la variable
independiente, es decir, la descripcién de los fendmenos se
hace desde el “como” (lo que no alcanzaba NCR), pero es
fruto maés de especulaciones tedricas que de la experiencia
con el mundo fisico, debido tal vez a una escasa sistematici-
dad en las medidas que no se alcanzaria hasta el siglo XVII,
por esta razon la citada idea de relacion funcional (RF) se
desarroll6 sélo en principio y fue expresada por dos méto-
dos principalmente: El “Algebra de palabras” de Bradwar-
dino de Oxford en el que se empleaban letras del alfabeto
para representar las cantidades variables y las operaciones
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se indicaban con palabras, y el método geométrico, de Oresme, que acudia a las
graficas para representar la forma en que las cosas varian. El objetivo de Oresme
era representar “las intensidades” de una cualidad de una magnitud continua,
que depende de otra andloga, pero como adn se conserva la nocién de numero
como conjunto de unidades. Oresme debe acudir a utilizar segmentos (que si
son continuos) para representar las magnitudes y sus cambios. Sus representa-
ciones, como las del Algebra de palabras, son mas cualitativas que cuantitativas,
existe en ese entonces un desfase entre las especulaciones tedricas y las herra-
mientas matemadticas y de medicién disponibles, aspectos que constituyen una
necesidad latente durante siglos y que no permitia el avance de la descripcién de
los fenémenos fisicos. Nuevamente se tiene un desequilibrio entre la necesidad
y lo disponible.

Periodo Moderno (desde finales del siglo XVI):

El estudio del movimiento ha traido consigo nuevas preguntas, todas ellas refe-
ridas a las relaciones entre cantidades variables:

P ;como expresar de manera funcional la relacién entre las causas y

los efectos?

Galileo (1564-1642) tuvo gran empefio en buscar resultados y relaciones en la
experiencia mas que en la abstraccion. La experiencia para él estaba favorecida
por nuevos instrumentos de medida que introdujeron aspectos cuantitativos
donde antes no existian. RF permitia expresar relaciones entre variables pero
de una manera cualitativa, para Galileo esto no es suficiente, los nuevos instru-
mentos de medida le arrojan resultados que superan lo expresable con RF, el
desequilibrio ha sido establecido. René de Cotret afirma que es en este contexto
que, el desarrollo de la concepcidn de variable dependiente (gracias a los traba-
jos de Galileo), vital en el establecimiento de relaciones causa-efecto de manera
cuantitativa, contribuy6é enormemente a la evolucién de la nocién de funcién
(R. de Cotret. 1988:13, citado por Ruiz, 1998:117). En particular se identifica en
este momento histdrico la variacién conceptual V , es decir, el paso de RF a una
nocién atin mas cercana de funcién:

RFC: Relacién funcional expresada cuantitativamente: Nocién que se expresa como
una relacion funcional causa-efecto expresada cuantitativamente.

Dichas relaciones eran verificables mediante la observacion

y la medicién, pero Galileo aun expresa sus leyes de mane-

ra homogénea, en forma de proporciones, conservando el

caricter que durante muchos siglos estancé el concepto de

funcién dindole lugar al concepto de ecuacion y encubrien-

— do aspectos de la variacién continua.
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En este punto de la historia resulta interesante llamar la atencién sobre un de-
talle trascendente para este estudio; el hombre sigue buscando respuesta a la
pregunta sobre cdmo expresar las relaciones entre cantidades variables (en este
momento en particular las relaciones entre cantidades y el tiempo), entre las
causas y los efectos, pero de esas busquedas ha emergido un objeto matematico:
funcidn, el cual trae consigo preguntas que, sin hacer sombra a las ya mencio-
nadas, se toman buena parte del trabajo de los hombres de ciencia del momento:

P: ;Qué entidades se pueden clasificar dentro de la categoria de
funciones? ;Cémo definir funcién? ;Cémo es correcto expresarla?

Hasta el siglo XV1I la relacién entre el dlgebra y la geometria era de subordinaci-
6n de la primera respecto de la segunda. Para la geometria sélo existian aquellas
curvas que pudieran trazarse con regla y compds. Esta situacion restringia al al-
gebra en su campo de aplicacién y a la geometria en el espectro de curvas cono-
cidas, puesto que algunas construcciones geométricas eran casi imposibles. Las
dos empiezan a tornarse insuficientes frente a las necesidades que la humanidad
le planteaba a la ciencia que consideraba modelo de racionalidad. La diferencia
ideales explicativos - capacidades corrientes se ha producido; primero Vieta
(1540-1603) y luego René Descartes (1596 - 1650), buscan resolver problemas
de construcciones geométricas mediante el dlgebra dindole sentido a esta desde
la geometria. Pierre Fermat (1601-1655) por su parte, hace lo mismo apoyado
en los trabajos de Vieta (Kline, 1992: 402-403. Citado por Delgado, 1998:178).
Vieta ve posible expresar la igualdad y la proporcién entre magnitudes median-
te el dlgebra (Kline, 1972, citado por Sastre, Rey, Boubée, 2008:145) y Descartes
(y Fermat) establece que una curva se puede construir con s6lo su expresion
algebraica superando el criterio —griego— que exigia la constructibilidad de la
linea para aceptar la existencia de una curva (Delgado, 1998), ampliando el es-
pectro de curvas conocidas distinguiendo, incluso, entre curvas geométricas y
curvas mecanicas. De esta manera, afirma Youschkevitch (1976) es a Descartes a
quien se le debe la idea de presentar una funcién en forma analitica al determi-
nar que una ecuacion en xy y muestra la dependencia entre
dos cantidades variables. RFC ahora se queda corta, ya no
es suficiente establecer una relacién funcional aunque sea
cuantitativamente, la combinacién é4lgebra-geometria (lo
que podria llamarse algebreizacion de la curvas) posibilita
predicciones operacionales para las relaciones funcionales.
Es necesaria la variacién conceptual V.. Apoyado en Des-
cartes, Gregory (1638 - 1675) realizard la distincion entre
funciones “algebraicas” y “trascendentes” y en 1667, da una
definicién mas explicita de funcién:
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COD: Cantidad obtenida de otras: una funcion es una cantidad que se obtiene de
otras cantidades mediante una sucesion de operaciones algebraicas o mediante cual-
quier otra operacion imaginable.

Segtn Youschkevitch (1976) este paso a expresar funciones en términos de
ecuaciones tuvo un poderoso efecto en el desarrollo de las matematicas pues le
otorgo el verdadero estatus de calculo al estudio de las funciones. Similarmente,
Sierpinska (1992) le otorga un gran valor al desarrollo de la notacion algebraica
en la superacion del obstiaculo epistemoldgico de la diferenciacién entre nime-
ro y magnitud. Sin embargo, es importante mencionar que este logro también
produjo lo que Ruiz (1998) llam6 encantamiento con el dlgebra que, a la larga,
se constituyd en obsticulo epistemoldgico para el concepto de funcién: consi-
derar como funciones sélo aquellas que pudieran expresarse algebraicamente.

El desarrollo del cédlculo diferencial e integral se apoya pri-
mordialmente en la existencia del dlgebra, de la variable y del
método de las coordenadas, pero lo que realmente motiva y
dirige todo este proceso es el empefio por buscar solucién
a los problemas de la mecinica, la astronomia y la fisica,
problemas que abundan en situaciones de dependencias
funcionales. Ya no es suficiente con explicar cémo ocurren
los fenémenos, el hombre busca también predecirlos. Dos
hombres abordan, casi de manera simultidnea pero a distan-
cia, estos problemas: Newton y Leibniz. Newton los aborda
desde una concepcién mecanicista en la que (influenciado
por Isaac Barrow, su maestro) interpreta las variables de-
pendientes como cantidades que poseen una velocidad de
cambio y este cambio discurre de manera continua en el
tiempo (nocién universal, de fluir constante).

Con Newton se produce la variacién conceptual V ; los problemas de la mecé-
nica estdn estrechamente ligados al tiempo, para Newton este se convierte en la
“...nocién universal e interpreta las variables dependientes como cantidades que
transcurren de forma continua y poseen una velocidad de cambio..., la funcion
es una fluente, es decir, una cantidad que transcurre en el tiempo, la derivada es la
fluxién, y sirve para estudiar las variaciones de la fluente.” (Ruiz, 1998:123).
Esta nocién de funcién, fruto de la variacién conceptual V , puede denominarse
CVT: Cantidad que transcurre en el tiempo.

Es notable como estd implicito en este concepto, el concepto de variable depen-
diente, es decir, magnitud cuya variacion es producida por la variacién de otras
en el tiempo.
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Por su parte, Leibniz se apoy6 en un contexto principalmente geométrico ligan-
do elementos geométricos a una curva. La diferencial (dy) de una ordenada, la
define como un segmento tal que su relacion a dx sea igual a la relacién entre la
ordenada y la subtangente. Para él el término funcién designa cualquier cantidad
que varia de un punto a otro de la curva. La necesidad de disponer de un término
para designar cantidades que dependen de una variable ya es evidente, tal y como
lo sefala Youschkevitch (1976) acerca de la obra de Bernoulli y de Leibniz, y esta
necesidad conducird a utilizar el término funcién con este fin, pero haciendo
referencia s6lo a aquellos casos expresables de manera analitica. Esto constituye
una nueva variacién conceptual: V_,identificable en un articulo de Jean Bernoulli
titulado “Remarques sur ce qu on a donné jusqu ici de solutions des probléemes
sur les isopérimetres” publicado en 1718 en las memorias de la Real Academia
de Ciencias de Paris (Youschkevitch, 1976) en el que, por primera vez, se hace
referencia explicita a una funcién como una expresion analitica:

FMV: Funcién de una magnitud variable: “llamamos funciéon de una magnitud
variable a una cantidad compuesta de cualquier manera que sea de esta magnitud va-
riable y de constantes” (Bernoulli citado por Boyer, 1986:531).

Bernoulli, incluso, propone la letra f para denotar la funcién, escribiendo fx,
sin paréntesis. Si se lee con cuidado lo escrito por Bernoulli, no se encuentra
alli evidencia que indique que las funciones se expresaran analiticamente, sin
embargo muchos historiadores coinciden en afirmar que en esta época las fun-
ciones se pensaban como expresiones analiticas.

Es importante observar que, en el pensamiento de los matematicos de entonces,
ya se tiene un nombre para la funcion, se tiene conciencia de ella y se utiliza como
herramienta, es decir, tiene un estatuto paramatematico y estd en transicioén a
ser objeto en si misma de estudio (estatuto matematico), lo cual, se podria afir-
mar, ocurre a partir de Euler (alumno de Bernoulli), (Boyer, 1959) quien piensa
que el concepto de funcién es el organizador de todos los demads conceptos del
célculo (Delgado, 1998) y propulsa la transicion del célculo
vinculado estrechamente con la geometria, al cilculo que se
ocupa de funciones. Vale recordar que, en este punto de la
historia, el analisis infinitesimal es la disciplina cientifica en
boga, y aunque estd intimamente relacionada con la fisica,
la geometria y la mecdnica, ha ido adquiriendo su estatus
de disciplina independiente: “Tous les concepts initiaux du
calcul perdent graduellement leur carapace géométrique
et mécanique, prennent une formulation arithmétique
ou algébrique et commencent a étre appréhendés comme
précédant logiquement les concepts semblables des autres
sciences exactes.” afirma Youschkevitch, (1976:35).
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El concepto de funcién no es la excepcion, asi que su defini-
cién ya no podia estar en términos generales, no expresados
de manera analitica como era debido de acuerdo con los
“canones” del momento. Euler escribe entonces una nueva
definicién acorde con el momento histérico, apoyandose
en la de su maestro Bernoulli pero cambiando el término
cantidad por el de expresién analitica, término con el que
hace referencia a las operaciones algebraicas incluyendo los
procesos de paso al limite abarcando entonces, como fun-
ciones, los polinomios, las funciones que se obtienen de se-
ries infinitas y las funciones trascendentes (Delgado, 1998).
A este paso en la nocién de funcién se le puede denominar
variacion conceptual V. En las palabras de Euler:

FEA: Funcién como expresion analitica: “una funcion de una cantidad variable es
una expresion analitica compuesta de una manera arbitraria por esa variable y por
niimeros o cantidades constantes” (“Introductio in anlysis infinitorum”, escrita por
Euler en 1744 pero publicada en 1748. Citado por Delgado, 1998:190).

Es entonces Euler el autor del desarrollo ulterior del concepto de funcién y
quien desarrolla un estudio centrado en dicho concepto, es decir, lo considera
un objeto de estudio; se puede afirmar que es en este momento cuando el con-
cepto de funcién obtiene el estatuto matemdtico (Delgado, 1998) puesto que
se formulan las primeras definiciones explicitas y se propone una clasificacién
para las funciones siendo estudiadas como objetos matematicos.

Sin embargo, Euler restringia el concepto de funcidn a las expresiones anali-
ticas y creia que la manera mads general y mejor de representarlas era a través
de series de potencias enteras. Los matematicos de la época compartian esta
creencia y pensaban que toda funcién podia expresarse de esta manera. Esto
tuvo como consecuencia que los estudios se enfocaran en “las formas de re-
presentacién mds que en una relacién entre variables en la cual la variable
dependiente debe ser determinada univocamente por la variable indepen-
diente.” (Delgado, 1998:191).

En este punto del desarrollo del concepto de funcién empiezan a tejerse va-
rias situaciones que configurarin un ambiente que exige nuevos cambios en
el concepto, de nuevo se producird el desequilibrio entre ideales explicativos y
capacidades corrientes:

- En ese momento (mediados del siglo XVIII) se hace atin més estrecha
la relacién entre la nocién de funcién y la nocién de curva: si a toda
funcién le corresponde una curva era razonable pensar que a toda
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curva le corresponde una funcién. Lo que entra en contradiccién con
la definicién de funcién del momento, puesto que no toda curva tenia
asociada una expresion analitica asi que, de acuerdo con la definicién,
no tenia asociada una funcién. Euler se ve entonces abocado a admitir
como funciones las llamadas curvas mecdnicas, es decir aquellas que
su grafico se ve como la trayectoria que describe un punto en movi-
miento por ejemplo, la espiral de Arquimedes (Sastre, Rey y Boubée,
2008; Delgado, 1998) aunque no tuvieran una expresion analitica para
algunas de ellas.

Aparece a la sazén la clasificacién euleriana en continuas y discontinuas. Con-
tinuas eran aquellas que se representaba mediante una sola ecuacién y discon-
tinuas eran aquellas que se definian por mas de una expresioén algebraica o eran
arbitrarias, es decir, definidas por movimientos libres de la mano o mixtas.

Los matematicos aceptaban por “articulo de fe”, es decir sin demostra-
ci6én y sin duda alguna, que: “si dos expresiones analiticas coinciden
en un intervalo, ellas coinciden en todas partes” (Sastre, Rey y Boubée
2008:148).

El problema de la cuerda vibrante: se trataba de una cuerda elastica
con extremos fijos que era deformada a fin de ponerla a vibrar. El
problema radicaba en encontrar la funcién que describe la forma de la
cuerda en cada instante. Dalambert (1717 - 1783), Euler (1707 - 1783)
y Daniel Bernoulli (1700 -1782) abordaron la solucién de este proble-
ma lo que suscito diferencias y coincidencias entre ellos.

En 1747 Dalambert propone una solucién que coincide con la solucién dada
por Euler un afio después, sélo que Euler no la consideraba la mas general. Seis
afios después Daniel Bernoulli propone otra solucién, pero Euler y Dalambert
la rechazaron puesto que se trataba de una funcién par y periddica, sélo que
ellos llegaban a esta conclusién por que en aquel entonces

se daba por sentado que si dos funciones coincidian en un

intervalo entonces coincidian en todas partes. En este tlti-

mo hecho y en el concepto de funcién que se manejaba en

la época se encontraba la raiz de sus diferencias: funcién era

cualquier expresion analitica, pero Euler se da cuenta que esa

definicidn restringia las soluciones al problema de la cuerda

vibrante (dejaba por fuera las curvas arbitrarias) y decide

modificarla a fin de dar lugar a estas curvas y a funciones

definidas por expresiones analiticas a trozos y funciones que

tenian un grafico y no tenian una expresion analitica.
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Evolucidn del concepto de funcidn como respuesta a problemas de la humanidad

Como puede verse, se dan todas las condiciones para la siguiente variacién con-
ceptual (V). Euler promulga entonces su nueva definicién de funcién, en el prefa-
cio de su «Institutiones calculi differentialis» en 1755 (Ruiz, 1998; Delgado, 1998):

FRV: Funcién en términos de la relacion entre variables:

“Si unas cantidades dependen de otras de tal modo que sufren una va-
riacion cuando estas iltimas varian, entonces se dice que las primeras
son funciones de las segundas; esta denominacién es la mds extensa y
contiene en ella misma todas las maneras por las cuales una cantidad
puede ser determinada por las otras. Si, por consiguiente, x designa una
cantidad variable, entonces todas las otras variables que dependan de x
no importa de qué manera, o que son determinadas por x, son llamadas
funciones de x.”

El concepto de funcién incluye ahora funciones definidas a trozos y funciones
que, aunque tuvieran un grafico, carecian de una expresién analitica. Sin embar-
go, en la practica los matematicos de la época pensaban en las funciones como
expresiones analiticas o curvas (Sastre, Rey, Boubée, 150), mds exactamente
funciones continuas en la acepcién de la época, o, en términos de Ruiz (130):
“perfectamente determinadas, indefinidamente derivables, desarrollables por
medio de una serie de Taylor, integrables y representables mediante una curva
algebraica o trascendente.” Se llega asi a dos nociones de funcién: la formal, de
expresion analitica (incluso expuesta, implicitamente por Cauchy en 1827 en su
curso de anlisis algebraico (Youschkevitch, 1976, 58), y la de correspondencia
arbitraria (promulgadas por Euler y Jean Bernoulli). S6lo a finales del siglo XIX
se establecera la relacion entre ambas gracias a otra evolucién del concepto de
funcién engendrada por reflexiones en torno a la ambigua nocién de continuidad.

La concepcién euleriana de continuidad (mds exac-
tamente de discontinuidad) no pudo sostenerse por
mucho tiempo. Con el paso de los afios los matematicos
fueron produciendo ejemplos de funciones que serian
discontinuas en el sentido de Euler, pero podian ex-
presarse por medio de una sola ecuacidn, asi que serian
continuas, “se trata de los casos de funciones definidas
por dos expresiones analiticas diferentes en dos interva-
los diferentes del dominio de la variable independiente
Euler-discontinuas) y que pueden ser representadas
por una Unica expresién (por tanto era Euler-continua)
—Por ejemplo, f(x)=-. La distincién entre funciones con-
tinuas y discontinuas lleva entonces a contradiccién.”
Delgado, 2003).

—~~

—~~
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Esto hizo cada vez mas insostenible el criterio de Euler. El

desequilibrio se ha presentado nuevamente, las explicacio-

nes de Euler ya no son suficientes, el medio (en este caso el

gremio de matemiticos del momento) exige respuestas que

la estructura existente no puede dar, de nuevo deben pro-

ducirse cambios que respondan a demandas. Asi se produce

la variacion conceptual V : en 1822 Fourier, a raiz de sus

estudios sobre la teoria del calor, conjetura sin demostrarlo, que es posible re-
presentar, mediante una serie trigonométrica, cualquier funcién discontinua en
el sentido de Euler (mixta) (Youschkevitch, 1976). Cuando Fourier afirma que
esto es cierto para todas las funciones el término funcién tiene su mas general
interpretacién para ese momento:

FVA: Funcién como valores arbitrarios:

“In general, the function f(x) represents a succession of values or ordi-
nates each of which is arbitrary. An infinity of values being given to the
abscissa x, there are an equal number of ordinates f(x). All have actual
numerical values, either positive or negative or null. We do not suppose
these ordinates to be subject to a common law; they succeed each other in
any manner whatever, and each of them is given as if it were a single
quantity” (D. Riithing, 1984:73) (Grattan-Guinnes, 1984:199).

Esta definicién amplia el rango de funciones (superando el rango de funciones
representable mediante series de Taylor) considerando ahora también aquellas
que tuvieran puntos en los que no fueran derivables o en que no fueran con-
tinuas, es decir, la definicién de funcién exige ahora la inclusién de cualquier
correspondencia arbitraria.

Los trabajos de Fourier le dieron importancia nuevamente a la expresion anali-
tica y en consecuencia a la definicion del concepto de funcidn, pero carecian del
rigor necesario en la escritura matematica propia de la época, Dirichlet asume
entonces el trabajo de reescribir la produccién de Fourier encontrando que su
conjetura sobre la representacion de cualquier funcién como una serie era falsa.
La situacién estd dada, el sistema presenta un desequilibrio, obliga al sujeto,
en este caso Dirichlet, a buscar nuevamente el equilibrio. En 1829 intentando
encontrar las condiciones para que fuera posible la afirmacién de Fourier, dio
lugar ala variacién conceptual V  : defini6 funcién de modo

que -su dominio esté definido sobre un intervalo determi-

nado. —exista una correspondencia cuya regla de asociacién

sea arbitraria:
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Evolucidn del concepto de funcidn como respuesta a problemas de la humanidad

FCA: Funcién como correspondencia arbitraria: “y es una funcién de la variable
x, definida en el intervalo a<x<b, si para todo valor de la variable x en ese intervalo,
le corresponde un valor determinado de la variable y. Ademds, es irrelevante como se
establece esa correspondencia.”(N. Luzin, 1940: 314-334)

Con esta definicién se da un salto doble: de la expresion analitica (o curva) a
cualquier representacion o, sencillamente a la no representacion (ya son admi-
tidas como funciones incluso algunas que no poseen expresién analitica y no
pueden graficarse) y de considerar las funciones continuas en el sentido euleria-
no, como funciones discontinuas, o las discontinuas en el sentido de Euler como
continuas. Se puede ilustrar este hecho con la funcién conocida como funcién
de Dirichlet:

C, si x es racional
f(x) f(x)=d, si x es irracional

A pesar de no poseer una expresion analitica y no tener una
grafica asociada, es una funcidn de acuerdo con la definicién
propuesta por Dirichlet. Ademas, no es continua en ningun
punto. Gracias a estos trabajos el concepto de funcién inicia
un proceso de separacién de la representacion analitica con
la cual habia estado tan ligada hasta el momento, que “No
se especifica su dominio ni su regla de correspondencia,
es una totalidad que englobada en una tnica expresion analitica contiene in-
trinsecamente los diferentes caracteres de paridad o imparidad, periodicidad,
continuidad, etc.” (Delgado, 1998:208).

En particular el ejemplo citado arriba exige un concepto de funcién mucho
mas general que incluya como funciones algunas “con una infinidad de valores
extremos y discontinuidades y/o de valores infinitos en un intervalo finito,...”
(Grattan-Guinness, 1984, p.164-165 citado por Delgado, p.208), es decir, el
concepto de funcién se ha independizado de la expresién analitica y ha pasado
a constituirse en lo que se podria llamar un “apareamiento arbitrario”. Diri-
chlet logra determinar intervalos de convergencia para las series de Fourier
lo que ampli6 el espectro de funciones representables mediante dichas series,
incluyendo funciones que podian no ser diferenciables en muchos puntos o ser
discontinuas en otros tantos (Delgado, 1998) debido a esto Dirichlet propone
otra definicién en 1837 que respondia a estas nuevas exigencias (variacién con-
ceptual V ):
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FRR: Funcién como regla de relacién(Boyer),:

“Si una variable y estd relacionada con otra variable x de tal manera
que siempre que se atribuya un valor numerico a x hay una regla segiin
la cual queda determinado un tinico valor de y, entonces se dice que
y es funcién de la variable independiente x.” (1986:687 citado por
Delgado, 1998:208)

Esta definicién no es mas que la ratificacién de que ya estaban dadas las condi-
ciones para expresar el concepto de funcién como correspondencia independi-
zandolo de la expresion analitica y del apoyo geométrico tan necesario durante
su constitucién. La “desgeometrizaciéon” se toma al concepto de funcién, los
métodos del anilisis de Cauchy no requieren ya de la intuicién geométrica ni de
la expresion analitica (algebraica o trascendente) (Ruiz, 1998; Grattan-Guinnes,
1984). Contemporaneamente a esta definicién, en diversos articulos, aparecie-
ron otras definiciones de funcién que mostraban cémo, en otros contextos tam-
bién el concepto de funcién era exigido en términos de asociacién arbitraria,
pero conservando la posibilidad de expresar una regla de asociacién. Por su
parte, Riemann (alrededor de 1858), se adhiri6 a la concepcioén de Dirichlet
(Grattan-Guinnes, 1984:171,181 y 207), las necesidades de sus investigaciones
asi lo clamaban: se dedicé a buscar funciones con infinitas discontinuidades
pero con una integral definible y/o una serie trigonométrica convergente. En
cuanto a Weierstrass y sus seguidores, dedicaron sus esfuerzos a “la construcci-
6n de expresiones analiticas que definan funciones con infinitas oscilaciones y
discontinuidades en un intervalo finito...” (Grattan-Guinnes, 1984:181), estos
trabajos también se apoyaron en esta definicién dado su caracter general.

Puede verse en las dos tltimas definiciones propuestas por Dirichlet, cémo la

primera hace referencia a la asociacién arbitraria (“..es irrelevante como se es-

tablece esa correspondencia.”) y la segunda a una regla de asociacién (“...hay una

regla segiin la cual queda determinado un tinico valor de y, entonces se dice que y es
funcién de la variable independiente x.”) es decir, con cada una
busca responder a una necesidad imperante en un momento
determinado. Pero las circunstancias que configuraron el
correspondiente desequilibrio no desaparecieron (el trabajo
de buscar condiciones para la representaciéon en series de
Fourier para la primera y el trabajo de asimilacién de ejem-
plos de funciones extrafas para la segunda) asi que pareciera
presentarse una dicotomia.

Esta nueva situacién de desequilibrio no se prolongé por

mucho tiempo. En 1870, ratificando el caricter central
adquirido por el concepto de funcién, y respondiendo a la
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necesidad, ya ineludible, de responder simultineamente a dos exigencias, la aso-
ciacién arbitraria y la regla de asociacién, Hermann Hankel en “Untersuchunger
iiber die unendlich oft oszillierenden und unstetigen Funktionen” (p.49) formu-
16 la siguiente definicién que puede considerarse como variacién conceptual V .

FAA-RA: Funcién como asociacién arbitraria y como regla de asociacion:

“On dit que y est fonction de x si a chaque valeur de x d un certain
intervalle correspond une valeur bien définie de y sans que cela
exige pour autant que y soit définie sur tout | intervalle par la
méme loi en fonction de x, ni méme que y soit définie par une
expression mathématique explicite de x” (H. Hankel, 1870. Citado
por Youschkevitch, 1976, p.61).

Esta definicién, aunque de manera implicita, cubre las dos opciones conside-
radas por Dirichlet, reconcilidndolas en una sola, gracias al proceso generado
por la evolucién del concepto de continuidad. No exige que y esté definida por
la misma ley en todo el intervalo, ni que sea definida por una expresién mate-
matica explicita en x. Pero la manera en que se expresa la definicién tampoco
rechaza que pueda darse una misma ley o que exista una expresion matematica.
Sin embargo es claro que se apoya totalmente en la definicién de Dirichlet como
de hecho sucedera a lo largo del siglo XX hasta la actualidad, aunque algunas
definiciones mantienen el cardcter de correspondencia univoca (Ruiz, 1998) y
otras evolucionan a la idea de pares ordenados como se verd mas adelante.

La nocidén general de funcidn presentada por Dirichlet es pues la base para pos-
teriores definiciones que, en realidad, no la modifican de manera significativa y
contindan teniendo el caracter de funcién estrictamente numérica. Sin embargo
no se puede dejar de mencionar que esta nocién ha sido sometida a cuestiona-
mientos mas filoséficos que surgidos de desequilibrios que pudieran hacer de la
definicién algo insuficiente. En particular se prest6 a discusion la frase de la de-
finicién de 1829 que hace referencia a la no importancia de
la regla de correspondencia: “...es irrelevante como se establece
esa correspondencia.”El debate al respecto se dio en torno a un
axioma formulado por Zermelo en 1904 (axiom of choice) y
tomé forma en un intercambio de cartas entre Baire, Borel,
Hadamard y Lebesgue en 1905 (Para mayores detalles ver
Monna, 1972/73:57-84 y Moore, 1982). La discusién giraba
en torno a si la definicién de un objeto matematico, ya fuera
un numero o una funcién, legitimaba su existencia. Para Le-
besgue la definicién de Dirichlet era demasiado amplia, para
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Baire y Borel carecia de significado y para Hadamard era adecuada. Baire, Borel
y Lebesgue eran partidarios de explicitar una ley definitiva de correspondencia
en la definicién de una funcién.

Por su parte Hadamard, consideraba que la exigencia de una ley para determinar
una funcién era un retroceso hacia el siglo XVIII, cuando el concepto de funcién
estaba fuertemente ligado a la expresion analitica. Este debate no es mas que una
ilustracién de debates mas amplios entre partidarios de unas u otras filosofias de
las matematicas. De hecho el problema nunca fue resuelto pero, seguramente
dio lugar al crecimiento de otros conceptos mas profundos en algunas ramas de
las matematicas (Kleiner, 1989).

En los afos siguientes las matematicas crecieron ya inde-
pendientes, en algunos casos, de la fisica y sus motivaciones
y en otros muy de la mano de sus problemas. Muchas ramas
profundizaron en sus avances desde sus propios intereses;
estos avances se reflejaron en evoluciones del concepto de
funcién promovidas desde necesidades diferentes y, por
supuesto, generando variaciones conceptuales diferentes.
Llaman la atencién especialmente dos de ellas por la tras-
cendencia que tienen para la educacién matematica y la
problemaitica que involucran en el aprendizaje del concepto
de funcién, mas que por representar una gran diferenciaci-
6n respecto de la definicién de Dirichlet.

La primera de ellas es promovida por ramas de las matema-

ticas cuyas necesidades no se ven satisfechas por funciones

numéricas definidas sobre intervalos de reales, si no que

exigen del concepto una mayor generalidad que no restrinja

su utilizacion. Se trata de aquellas ramas para las que se hace

necesario definir funciones de funciones, es decir, constituir

con funciones el dominio sobre el que se definirdn otras fun-

ciones, esta variacién conceptual, identificada en este estudio como V,, puede
describirse desde los factores que la promovieron (no necesariamente en orden
cronolégico puesto que muchos de esos desarrollos se dieron paralelos aunque
independientes) por cuanto no se ve reflejada en una definicién en particular:

Un primer desarrollo que propulsé esta variacién conceptual corresponde a los
espacios de Hilbert. Es de nuestro interés que este tipo de estudio requiere tra-
bajar con clases de equivalencias de funciones y no con funciones particulares,
es decir, el concepto de funcidn ya es exigido como un objeto, no como proceso
y, adicionalmente, las funciones a que se hace referencia no son numéricas ni
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responden a la regla de asociacién o a la expresidon analitica, es decir, no pueden
ser caracterizadas como funciones ni en el sentido de Euler ni en el de Dirichlet,
aunque pueden ser tratadas como tales; en términos de Davis & Hersh (1981):

“...involve a further evolution of the concept of function. For an element
in L, is not a function, either in Euler’s sense of an analytic expression,
or in Dirichlef s sense of a rule or mapping associating one set of num-
bers with another. It is function-like in the sense that it can be subjected
to certain operations normally applied to functions (adding, multiply-
ing, integrating). But since it is regarded as unchanged if its values are
altered on an arbitrary set of measure zero, it is certainly not just a
rule assigning values at each point in its domain.” (L2= {f(x)=F(x) is
Lebesgue-integrablef). (1981)

Sobre 1887 Volterra (p.299) define un “funcional”: funciones con dominio
en un conjunto de funciones y codominio en intervalos de numeros reales o
complejos. Las funciones ya no sélo son las asignaciones, ahora son también a
quienes se les asigna, ahora constituyen objetos sobre los cuales se actua.

Por los lados de la fisica, alrededor de la década de los 30 (siglo XX), ciertas si-
tuaciones idealizadas producian como soluciones lo que parecian ser funciones
pero que no se correspondian con ninguna de las funciones admitidas como
tales en la concepcién vigente en el momento: se portaban como la derivada
de funciones discontinuas (recuérdese que una condiciéon necesaria, aunque no
suficiente, para la derivabilidad es la continuidad). Por la misma época el pro-
blema que ocupaba a los fisicos era explicar el comportamiento de los dtomos y
de los electrones, pero la fisica cldsica no era suficiente, se hacia necesaria una
sintesis de la fisica cldsica y la fisica relativista. En 1927, el fisico britdnico Paul
Adrien Maurice Dirac introdujo la funcién delta o de impulso () en su articulo
“The physical interpretation of the quantum mechanics”, en el que demostraba
la equivalencia entre las formulaciones de la mecénica cudntica de Heisenberg
y Schrodinger. Pero la “funcién delta de Dirac” en realidad
no lo era en el sentido del célculo diferencial e integral, pues
podia probarse que no existia como tal aunque pudiera cal-
cularse la integral mediante la que se definia:

f(a)=| 6(x-a) f(x) dx

R
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Estas dos tltimas situaciones fisicas, contribuyeron enor-
memente en la variacién conceptual V_ ,, pues generaron la
necesidad de admitir como funciones nuevos objetos que no
lo eran desde la 6ptica de la teoria vigente. Como respuesta
a esta necesidad se crea la teoria de distribuciones por Sergéi
Sébolev en 1935; en ella se definen funciones que asignan
a cada funcién de un espacio de funciones diferenciables,
una distribucién expresada como una integral impropia.
Una funcién de distribucién o funcién generalizada es una
integral y corresponde a una funcién lineal continua.

Todas las funciones convencionales pueden considerarse

como distribuciones. También las nociones de espacio mé-

trico y espacio topoldgico, desarrolladas en las dos primeras
décadas del siglo, exigieron la utilizacién de funciones como operadores lineales
entre dichos espacios, es decir, funciones de funciones. En estos desarrollos
propulsores de la variacién conceptual V ,, la gama de funciones se ampli6 a un
nuevo nivel: se construyeron funciones de funciones, la regla de asociacién es
ahora alguna operacién que se hace sobre funciones, para obtener otra funcién.
iNo resulta facil, mediante la definicién de Dirichlet, determinar si se trata o no
de una funcién! Ya esa definicién se torna insuficiente, se ha generado una ne-
cesidad que no se satisface con las herramientas disponibles y exige una variante
en el desarrollo, en este caso un nivel superior en el concepto de funcién que
engloba los anteriores.

La segunda de estas variaciones conceptuales, V , se va produciendo en la medi-
da que finaliza el siglo XIX y avanza el siglo XX, es decir, en la medida que toma
fuerza la teoria de conjuntos. Esta teoria se empieza a gestar entre 1873 y 1897
cuando el matemdtico alemdn Georg Cantor (1845-1918) plantea a su amigo
Richard Dedekind el problema relativo a la posibilidad de hacer corresponder
biunivocamente los nimeros naturales con el conjunto de todos los nimeros
reales del continuo.

Cantor construyé una demostracién de esta imposibilidad,
es decir, demostré la no numerabilidad de los reales. Pero
este hecho no hizo mds que incentivar otras cuestiones de
este tipo en la mente de Cantor: sseria posible establecer una
correspondencia entre una superficie y una linea recta de

tal manera que a cada punto de la superficie correspondiera

un solo punto de la linea y reciprocamente? le pregunté a

Dedekind a comienzos de 1874 (Grattan-Guinness, 1984).

Para los matematicos de la época la respuesta era obvia e

inmediata: “No”. Sin embargo en 1877, Cantor construye
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una correspondencia biunivoca entre los puntos de cualquier espacio p-dimen-
sional y los del continuo lineal. De alli en adelante Cantor empieza a constituir
la teoria de conjuntos lineales de puntos y a introducir los nimeros transfinitos,
necesarios para su teoria general de conjuntos infinitos (para més detalles, ver
Grattan-Guinness, 1984, p.235-282).

Los trabajos de Cantor se tradujeron rapidamente al italiano y al francés, de

modo que sus ideas tuvieron pronta y amplia difusién obteniendo el valor que

se merecian (y por supuesto algunos detractores). Afios después, en 1903, Rusell

demuestra inconsistencias en la definicién intuitiva de conjunto propuesta por

Cantor: “Por un conjunto entendemos una coleccién cualquiera M de objetos

definidos y distintos de nuestra percepcién o de nuestro pensamiento (a los
cuales llamaremos los elementos de M) en un todo” (“con-
tribuciones a la fundamentacién de la teoria de conjuntos
transfinita” p. 282, citada por Grattan-Guinness, 1984, p.
266), a través de la famosa paradoja que plantea por carta
a su amigo Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848 - 1925);
en ella pregunta si el conjunto de los conjuntos que no se
contienen a si mismos forma parte de si mismo (conocido
también como la paradoja del barbero); la paradoja consiste
en que si ese conjunto no se contiene a si mismo entonces
hace parte de él mismo por la definicién del conjunto (con-
tradiccion), y si se contiene a si mismo entonces no puede
estar en él mismo (de nuevo, contradiccién).

Queda en evidencia que la definicién de Cantor es inge-
nua por su caricter circular y debe reelaborarse, lo que da
inicio al proceso de reconstruccién de la ya famosa teoria.
Rusell da solucién radical a la cuestién con su “teoria de
tipos” en la que propone diferentes niveles de conceptos
con la condicién de que ningun concepto puede aplicarse a
conceptos de nivel igual o superior. En 1908 Ernst Zermelo
(1871-1953) construyd, por primera vez en la historia, la axiomatizacion de la
teoria de conjuntos mediante siete axiomas (el de extensionalidad, el de con-
juntos elementales, el de separacion, el del conjunto-potencia, el de unién, el
de eleccién y el de infinitud) otorgindole precisién, pero restringiéndola para
evitar las paradojas ya identificadas. Mas adelante esta axiomatica fue depurada
por Fraenkel (1922), Skolem (1923), von Newman (1925) y otros hasta llegar
a la teoria de conjuntos actual. La axiomatica construida exige una definicién
de funcién como una relacién entre elementos de dos conjuntos (pueden ser
conjuntos de conjuntos o de otros objetos) expresada o no, mediante pares or-
denados, que permita formular conceptos, como los axiomas de eleccién o la
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buena ordenacién de un conjunto, el axioma de reemplazamiento, el concepto
de ordinal y otros, en términos propios a la axiomatica propuesta.

Lo anterior pone en boga y fortalece la acepcién de una definicién de funci-
6n desde un punto de vista estrictamente conjuntista, la teoria axiomatica de
conjuntos tomd tanta fuerza que la nocidn de funcién inmersa en ella llegd a
considerarse la definicién tltima del concepto; definiciones de funcién expresa-
das como relaciones entre conjuntos o como pares ordenados nacen de alli y se
consolidan como la variacién conceptual V__, a través de la definicién formulada
por el grupo Bourbaki en 1939:

157

FCRF: Funcién como relacién funcional (Bottazzini, 1986, p. 7 citado por
Kleiner, 1989):

“Let E and F be two sets, which may or may not be distinct. A relation
between a variable element x of E and a variable element y of F is called
a functional relation in y if, for all XE, there exists a unique yIF which
is in the given relation with x. We give the name of function to the op-
eration which in this way associates with every element xE the element
JUF which is in the given relation with x; y is said to be the value of
the function at the element x, and the function is said to be determined
by the given functional relation. Two equivalent functional relations
determine the same function.”(1989: 299)

Segtin Kleiner (1989), el grupo Bourbaki también formul6 esta definicién
como un subconjunto del producto cartesiano ExF, es decir, proponen la de-
finicién de funcién como un conjunto de pares ordenados (FCPO: Funcién
como par ordenado).

Noétese como en esta definicién los Bourbaki llaman relacién funcional a la re-
lacién entre un elemento variable x de E con un tnico elemento variable y de
F y llaman funcién a la operaciéon que permite la asociacién entre x e y. Se trata
de la primera definicién como relacién entre elementos de conjuntos; anterior-
mente las definiciones se formulaban respecto de expresiones algebraicas, de
cantidades variables que dependian unas de otras, de asociaciones entre valores

numéricos, ya sea tomados de interva-

los o de cantidades variables, pero no

R respecto de elementos de conjuntos; es
+++++++++ A+ . . .
P bbbt pues la primera definicién conjuntista
PEA A A de funcién de gran influencia desde el
++++++ A+ + -

FHE A+ momento de su formulacién dado el
+H++++++++ 44+ .

I gran trabajo presentado por este grupo
+++++ A+ :
N y que, aunque nunca fue su finalidad,
+++++++++++
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influy6é en determinaciones pedagdgicas que afectaron desde luego, la no-
cién de funcién que se ha presentado en numerosos cursos universitarios y
de bachillerato:

“...Su nombre fue asociado igualmente al fenémeno de las lla-
madas “matemadticas modernas”, con la modificacién durante los
afios sesenta de los programas de matematicas de la ensenianza
secundaria introduciendo “los conjuntos”, y las nociones y vo-
cabulario de la matemitica “estructural”. Aunque ninguno de
ellos intervino directamente en tales actividades y quien mis se
aproximé -Dieudonné-rechazé toda relacién, no puede negarse
que muchos de los patrocinadores franceses del movimiento
eran partidarios entusiastas de Bourbaki formados en su lectura.”
(http://divulgamat.ehu.es/weborriak/historia/mateospetsuak/

Bourbaki3.asp)

Godement, miembro del grupo Bourbaki, presenta en 1971 una definicién de
funcién como terna, es decir, una definicién atin mas estructural (Godement,
1971, 63-64. Citado por Ruiz, 1998):

FCT: Funcién como terna: “se llama funcién a la terna f=(G,X,Y), en
donde G, XY son conjuntos que verifican las condiciones siguientes:

1. GecXxy

2. Paratodo x € X, existe un y s6lo un y € Y, tal que, (x,)eG, G es
la gréfica de la funcién f.
El tnico elemento y de Y tal que (x,y)eG se llama valor de la funcién
fen x, y se utiliza para designarlo y=f(x). Es evidente entonces que la
grifica G es el conjunto de pares de la forma (x,f(x)) donde x € X, lo
que esta de acuerdo con la idea intuitiva de funcién.
A c X se le denomina conjunto de partida de f y a Y conjunto de llegada de f”
(1998, p.134).

Apostol, en su edicion de 1973, es una buena muestra de libro de texto cuya
utilizacion aun perdura y en el cual es clara la influencia de la definicién conjun-
tista expresada como pares ordenados:

FCPO: Funcién como pares ordenados:
“una funcion f es un conjunto de pares or-

denados (x,y) ninguno de los cuales tiene el R R R
mismo primer elemento”
(Apostol, 1973:65). e,
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En textos actuales se encuentran variaciones de estas mismas definiciones, pero
lo comin en todas es la funcién como relacién, como terna o como conjunto de
pares ordenados.

Es importante, después de este extenso recorrido por la evolucién del concepto
de funcidn, no dejar de tener en cuenta que en las definiciones actuales ya nada
queda de cantidades que fluyen produciendo magnitudes variables, ni de puntos
que se mueven sobre curvas, ni la idea de variabilidad. La abstracciéon defini-
tivamente se tomo a la definicién y, esto, muy seguramente la ha alejado de la
comprension del aprendiz.
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2 Por esta misma época, Lagrange, en respuesta las duras criticas del obispo

George Berkeley (ver Delgado, 1998:194) publica en 1797 Théorie des
functions analytiques (1797, Euvres, 9). Alli consigna una definicién
de funcién muy similar a la propuesta por Euler.
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